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Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1, 2] ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà äâîéñòâåííûõ
îòñå÷åíèé, ïðèìåíÿåìûå äëÿ äåêîìïîçèöèè çàäà÷ äâóáëî÷íîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñëîâíîé
âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû ñ ïàðàëëåëüíîé îðãàíèçàöèåé
âû÷èñëåíèé. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà áëîêîâ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà èåðàðõè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé [3], ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò
ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äàííîãî àëãîðèòìà. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëü-
òåðíàòèâíûé ïîäõîä ê äåêîìïîçèöèè, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ
ìîäèôèêàöèé, â òîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ, àëãîðèòìîâ ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé,
êîòîðûå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áëî÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñâÿçûâàþùèìè
ïåðåìåííûìè ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

min
x∈V

h(x), (1)

ãäå h(·) � êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå V =
⋂

i∈Im

Ci. Ìíîæåñòâî V ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Ci, Im = 1,M .
Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ôåéåðîâñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ [4] ñ äîïîëíèòåëüíûì ìàëûì èñ÷åçàþùèì âîçäåéñòâèåì, òî åñòü èòåðàöèîííûå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè xs+1 = F (xs + zs), s = 0, 1, . . ., ãäå F ïðèíàäëåæèò êëàññó ôåéåðîâñêèõ
îïåðàòîðîâ, à zs → 0 ïðè s→ +∞.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìîâ â êà÷åñòâå îïåðàòîðà F
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îïåðàòîðû ïðîåêöèé íà ìíîæåñòâà Ci èëè èõ âûïóêëóþ
êîìáèíàöèþ. Îáñòîÿòåëüíûé îáçîð ìîäèôèêàöèé ïðîåêöèîííûõ àëãîðèòìîâ â ðàìêàõ
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ïîäõîäà ôåéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîé òî÷êè èç
ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ (convex feasibility problem) ìîæíî íàéòè
â ðàáîòå [5]. Ðàíåå áûëà ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé

â ïðåäïîëîæåíèÿõ λs → 0,
+∞∑
s=0

λs = +∞ áåç ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î íà÷àëüíîì

ïðèáëèæåíèè x0.

2. Àëãîðèòìû ïðîåêöèè è äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è áëî÷íîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áëî÷íîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íåïóñòûì äîïóñòèìûì
ìíîæåñòâîì è êîíå÷íîé öåëåâîé ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé:

f(y∗) = min
y

m∑
i=1

fi(y), ãäå fi(y) = min
zi
{cizi : Aizi ≤ di −Biy}, i = 1, . . . ,m, (2)

ãäå y � âåêòîð ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ, zi � âåêòîðû áëî÷íûõ ïåðåìåííûõ â ïîäçàäà÷àõ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé fi(y), Ai, Bi � ìàòðèöû, à di � âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíî-
ñòåé.

Îáîçíà÷èì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2) çà Vm. Ïåðâûé ïîäõîä ê ïðèìå-
íåíèþ àëãîðèòìà ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (2) â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ Ci. Ïóñòü Ci = {(zi, y) :
Aizi ≤ di − Biy} � çàìêíóòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, i ∈ Im = 1,m. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíî-
æåñòâ Ci î÷åâèäíî, ÷òî

Vm = V =
⋂

i∈Im

Ci,

ãäå V � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî â îïðåäåëåíèè çàäà÷è (1). Îïðåäåëèì âåêòîð x =
(z1, z2, . . . , zm, y)′, ãäå ′ � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, òîãäà â îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷è (1)
èìååì

h(x) =
m∑

i=1

fi(y) = cx, c = (c1, c2, . . . , cm, 0)′.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïðèìåíåíèþ àëãîðèòìà ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé çàêëþ-
÷àåòñÿ â äðóãîì îïèñàíèè ìíîæåñòâà Vm. Ïóñòü Ci = {(zi, ui) : Aizi ≤ di−Biui} � çàìêíó-
òûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà, i ∈ Im. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Cm+1 = {u1 = u2 = . . . = um ≡ y},
ãäå ui � ôèêòèâíûå ñâÿçûâàþùèå ïåðåìåííûå, ìîäåëèðóþùèå âåêòîð ñâÿçûâàþùèõ ïåðå-
ìåííûõ y çàäà÷è (2). Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ Ci î÷åâèäíî, ÷òî

Vm = V =
⋂

i∈Im+1

Ci, ãäå Im+1 = 1,m+ 1.

Îáîçíà÷èì x = (z1, z2, . . . , zm, u1, u2, . . . , um)′, ãäå ′ � îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, òîãäà â
îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷è (1) èìååì

h(x) =
m∑

i=1

fi(ui) = cx, c = (c1, c2, . . . , cm, 0, . . . , 0)′.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïåðâûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà Vm.
Àëãîðèòì ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ xs+1 = Ps(x

s − λsg
s), s = 0, 1, . . ., ãäå Ps � îïåðàòîð ïðîåêöèè âåêòîðà



xs − λsg
s íà ìíîæåñòâî Cis , èíäåêñû {is} ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíî-

æåñòâà Im, òî åñòü i0 = 1, i1 = 2, . . . , im−1 = m, im = 1, . . ., âåêòîð ãðàäèåíòà gs íå çàâèñèò
îò xs è ðàâåí âåêòîðó c, λs � øàãîâûå ìíîæèòåëè. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x

0 è øàãîâûå
ìíîæèòåëè λs ëó÷øå âûáèðàòü ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè çàäà÷è. Â ñèëó ñõîäèìîñòè àëãîðèò-
ìà ïðè s → +∞ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâà èñïîëüçóåì óñëîâèå ‖xs+1 − xs‖ ≤ ε äëÿ
íåêîòîðîãî ìàëîãî, íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà ε > 0.

Âåêòîð xs+1 = Ps(x
s − λsc) îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è

min
x∈Cis

‖x− xs + λsc‖2. (3)

Ðàñìîòðèì çàäà÷ó äëÿ íåêîòîðîãî i = is. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ci ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèÿ
òîëüêî íà âåêòîðû zi, y, òîãäà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (3) áóäóò îïðåäåëåíû îïòèìàëüíûå
çíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðîâ z̃i, ỹi è z

s+1 = z̃i, y
s+1 = ỹi, i ∈ Im, à zs+1

j = zs
j − λsc äëÿ j ∈ Im\{i}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà Vm. Â ýòîì ñëó-
÷àå àëãîðèòì ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ xs+1 = Ps(x

s − λsg
s), s = 0, 1, . . ., ãäå Ps � îïåðàòîð ïðîåêöèè âåêòîðà

xs − λsg
s íà ìíîæåñòâî Cis , èíäåêñû {is} ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíî-

æåñòâà Im+1, òî åñòü i0 = 1, i1 = 2, . . . , im = m + 1, im+1 = 1, . . ., âåêòîð ãðàäèåíòà gs íå
çàâèñèò îò xs è ðàâåí âåêòîðó c

Âåêòîð xs+1 = Ps(x
s − λsc) îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3). Ðàñìîòðèì

çàäà÷ó äëÿ íåêîòîðîãî i = is. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ci ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèÿ òîëüêî íà
âåêòîðû zi, ui, òîãäà ïîëó÷èì z

s+1
j = zs

j−λsc è u
s+1
j = us

j äëÿ j ∈ Im\{i}. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî Cm+1 ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíûõ ũi = 1

m

m∑
i=1

us
i è z̃i = zs

i

äëÿ i ∈ Im. Äàëåå ïîëàãàåì us+1
i = ũi è z

s+1
i = z̃i.

Â êà÷åñòâå ôåéåðîâñêîãî îïåðàòîðà F ìîæåò áûòü âûáðàíà âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ
îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé íà ìíîæåñòâà Ci, êàê äëÿ ïåðâîãî, òàê è äëÿ âòîðîãî ñïîñîáà

ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà Vm, òî åñòü F (x) =
m+1∑
j=1

wjPj(x),
m+1∑
j=1

wj = 1, wj > 0. Â ýòîì

ñëó÷àå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ àëãîðèòìà ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé èìååò âèä xs+1 =
m+1∑
j=1

wjPj(x
s − λsc), s = 0, 1, . . ., ãäå Pj � îïåðàòîð ïðîåêöèè âåêòîðà xs − λsc íà ìíîæåñòâî

Cj, j ∈ Im+1. Íà (s + 1)-îì øàãå îïðåäåëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ z∗i , u
∗
i â ðåçóëüòàòå

ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîåêöèè âåêòîðà xs − λsc íà ìíîæåñòâî Ci. Òîãäà äëÿ i ∈ Im ïîëó÷àåì
zs+1

i = wiz
∗
i + (1 − wi)(z

s
i − λsc), è ñ ó÷åòîì çàäà÷è ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî Cm+1 èìååì

us+1
i = wiu

∗
i +

∑
j 6=i

wju
s
j + wm+1

m

m∑
j=1

u∗j .

Êàæäàÿ èç m çàäà÷ ïîèñêà ïðîåêöèè ñîäåðæèò òîëüêî îäèí áëîê îãðàíè÷åíèé, ÷òî
ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà óìåíüøåíèå îáúåìà âû÷èñëåíèé è êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìîé ïà-
ìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ ïî êàæäîìó áëîêó îãðàíè÷åíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì
çàäà÷è (2). Ïëàòîé çà óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé ïðè ðåøåíèè êàæäîé èç çàäà÷
ïðîåêöèè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íîé, à íå ëèíåéíîé çàäà÷è, ÷òî âïðî-
÷åì íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïîòåðåé ïðè ðåøåíèè âûïóêëûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ
íåëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì è íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Íåäîñòàòêîì ïåðâîãî ïîäõîäà ê ïðåäñòàâëåíèþ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé çà-
äà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé õàðàêòåð âîçíèêàþùåé ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà ïå-
ðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé ïî âåêòîðó ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ y, ÷òî çàòðóäíÿåò ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèå ïðîöåññà âû÷èñëåíèé. Èñïîëüçîâàíèå âûïóêëîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ



ïðîåêöèé ðåøàåò óêàçàííóþ ïðîáëåìó, îäíàêî, ñòàâèò çàäà÷ó îáîñíîâàííîãî âûáîðà êî-
ýôôèöèåíòîâ wj.

Âòîðîé ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì èñêóññòâåííîãî ìíîæåñòâà Cm+1 ïîçâîëÿåò ïðåäëî-
æèòü ïàðàëëåëüíóþ ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé, íå ïðèáåãàÿ
ê èñïîëüçîâàíèþ âûïóêëîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñ-
ëåíèé ïðîåêöèé íà îòäåëüíûå ìíîæåñòâà Ci ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïàðàëëåëüíî íà m
ïðîöåññîðàõ. Ïðîöåññ m + 1, ðåàëèçóþùèé ðåøåíèå çàäà÷è ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî
Cm+1, îñóùåñòâëÿåò ïåðåñ÷åò òîëüêî ôèêòèâíûõ âåêòîðîâ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ
u1 = u2 = . . . = um ≡ y, óæå ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîåêöèè íà
ìíîæåñòâà Ci, i ∈ Im.

3. Âûáîð øàãîâûõ ìíîæèòåëåé è îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.

Âûáîð øàãîâûõ ìíîæèòåëåé ìîæåò ïîâëèÿòü íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ ïðî-
åêöèé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2). Óñëîâèÿ, òðåáóåìûå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõî-

äèìîñòè àëãîðèòìà λs → 0,
+∞∑
s=0

λs = +∞ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèìè, íî íåêîíñòðóêòèâ-

íûìè. Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2). Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé â
âèäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà xs+1 = Ps(x

s−λsc), ãäå x
s+1 ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ

çàäà÷è min
x∈Cis

‖x− xs + λsc‖2.
Ïîëó÷èì äëÿ âåêòîðà x̄s = xs − λsc, ÷òî

‖x̄s − x∗‖2 = ‖xs − λsc− x∗‖2 = λ2
s‖c‖2 − 2λsc(x

s − x∗) + ‖xs − x∗‖2.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî c(xs−x∗) = ps ·‖c‖·‖xs−x∗‖, ãäå |ps| ≤ 1.
Òîãäà

‖x̄s − x∗‖2 = λ2
s‖c‖2 − 2λsps‖c‖‖xs − x∗‖+ p2

s‖xs − x∗‖2 + (1− p2
s)‖xs − x∗‖2 =

= (λs‖c‖ − ps‖xs − x∗‖)2 + (1− p2
s)‖xs − x∗‖2.

Âûáèðàÿ øàãîâûå ìíîæèòåëè ïî ïðàâèëó

λs =
ps‖xs − x∗‖
‖c‖

=
c(xs − x∗)
‖c‖2

=
h(xs)− h(x∗)

‖c‖2
,

ïîëó÷èì, ÷òî

‖x̄s − x∗‖ = θs‖xs − x∗‖, 0 ≤ θs =
√

1− p2
s ≤ 1. (4)

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ëîêàëüíîé ñèëüíîé ôåéåðîâîñòè äëÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè Ps èëè íåâû-
ðîæäåííîé âûïóêëîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ ïðîåêöèè, òî åñòü ‖Ps(x) − v‖ ≤ qs‖x − v‖
äëÿ ëþáîãî v ∈ V è x = xs 6∈ Cis , 0 ≤ qs < 1 ñ ó÷åòîì (4) ïîëó÷èì äëÿ xs+1 = Ps(x̄

s), ÷òî

‖xs+1 − xs‖ = ‖Ps(x̄
s)− x∗‖ ≤ qs‖x̄s − x∗‖ = γs‖xs − x∗‖, 0 ≤ γs = θsqs < 1.

Îöåíèâàÿ âåëè÷èíó ‖xs+1 − xs‖ ïîëó÷èì

‖x̄s − xs‖ = ‖xs − λsc− xs‖ = λs‖c‖.

Òîãäà áîëåå êîíñòðóêòèâíîå óñëîâèå âûáîðà øàãîâûõ ìíîæèòåëåé λs = ps‖xs− xs−1‖/‖c‖,
ãäå ps íåîáõîäèìî âûáèðàòü íà èíòåðâàëå (0, 1). Ïðè òàêîì âûáîðå øàãîâûõ ìíîæèòåëåé



‖xs+1 − xs‖ = ps‖xs − xs−1‖. Âûáîð êîíñòàíòû ps â ýòîì ñëó÷àå íå ïðåäîïðåäåëåí
íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, íàïðèìåð, ps ìîæíî âûáðàòü â âèäå êîíñòàíòû, íå
çàâèñÿùåé îò s. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âûáîð ps áëèçêèìè ê íóëþ ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà
óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì ñëó÷àå øàãîâûå ìíîæèòåëè
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óìåíüøàþòñÿ ïðè s→ +∞.
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Abstract. In this paper approaches to decomposition of structured (block-angular) mathematical
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