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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

 Актуальность темы диссертации определяется тем, что в ней предпринято ис-

следование закономерностей распространения по деформируемому телу деформаций 

изменения формы. В то время как такие закономерности в распространении объем-

ных деформаций достаточно изучены, включая диссипативные и дисперсионные эф-

фекты, для которых соответствующие эволюционные уравнения (квазипростых волн, 

Бюргерса, Кортвега де Вриза и др.) давно стали классическими, аналогичные уравне-

ния в распространении деформаций изменения формы практически не изучались. 

 Ранее (работы Буренина А.А., Шаруды В.А., Рагозиной В.Е.) было указано, что 

эволюционные уравнения следуют в динамике деформирования в качестве соотноше-

ний, описывающих поведение решений краевых задач за поверхностями разрывов. 

Это области внутренних разложений решения сингулярной задачи метода возмуще-

ний. Установить этот же факт для нелинейных краевых задач динамики, связанных с 

преимущественным распространением по среде деформаций изменения формы, по-

лучить соответствующие эволюционные уравнения и предложить для решения крае-

вых задач нелинейной динамической теории упругости несжимаемой среды модифи-

цированный вариант метода сращиваемых асимптотических разложений следует при-

знать актуальной задачей механики деформирования. Эти же обстоятельства опреде-

ляют цель и задачи диссертации. 

 К основным научным результатам диссертации относятся: 

− сведение краевых задач ударного деформирования несжимаемой упругой сре-

ды к сингулярным задачам метода возмущений; 

− вывод эволюционных уравнений, описывающих деформирование за поверхно-

стью разрывов скоростей перемещений; 

− разработка методики построения приближенных решений краевых задач дина-

мики несжимаемой упругой среды, связанной со сращиванием разложений и 

построением равномерно пригодного разложения; 

− решение ряда одномерных и двумерных краевых задач динамики нелинейной 

несжимаемой упругой среды. 

Научная новизна полученных результатов связана с тем, что впервые указано 

отличие в эволюционных уравнениях, описывающих нелинейные закономерности в 
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распространении граничных возмущений по деформируемым телам, для случаев рас-

пространения объемных деформаций и деформаций изменения формы. В последнем 

случае предложен приближенный метод решения краевых задач ударного деформи-

рования и построены разложения решений ряда конкретных краевых задач динамики 

несжимаемой упругой среды. 

Достоверность результатов диссертации предопределяется строгим следова-

нием формализму метода возмущений и использованием классических представлений 

в математическом моделировании динамики несжимаемой упругой среды. 

Практическая значимость результатов работы определяется необходимостью 

в сведениях о закономерностях распространения ударных граничных возмущений по 

деформируемым телам для постановки соответствующих краевых задач и расчета в 

технологиях изготовления и упрочнения изделий, использующих высокоскоростные 

импульсные и ударные воздействия (пробивка отверстий, высокоскоростное соударе-

ние, поверхностное упрочнение, ковка). 

Апробация результатов диссертации. Отдельные результаты реферируемой 

работы докладывались и обсуждались на Всероссийской математической школе-

семинаре имени академика Е.В. Золотова (Владивосток, 2002, 2003, 2004; Хабаровск, 

2005), V и VII Дальневосточной конференции студентов и аспирантов по математиче-

скому моделированию (Владивосток, 2001, 2003), Региональной научно-технической 

конференции «Молодежь и научно-технический прогресс» (Владивосток, 2001, 2002, 

2003, 2004), научно-технической конференции «Вологдинские чтения» (Владивосток, 

2003), Всероссийской конференции «Фундаментальные и прикладные вопросы меха-

ники», посвященной 70-летию со дня рождения академика В.П. Мясникова (Владиво-

сток, 2006). Диссертация в целом докладывалась на семинаре лаборатории механики 

деформируемого твердого тела ИАПУ ДВО РАН под руководством д.ф.-м.н., профес-

сора А.А. Буренина. 

 Публикации по работе. По теме диссертации опубликовано 16 работ, список 

которых приводится в конце автореферата. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав, 

заключения и списка литературы из          наименований. Общий объем работы – 

страниц, в том числе        рисунков, включенных в текст. 
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Во введении к диссертации приводится краткий обзор литературы, описываю-

щий тематику предпринимаемого исследования. Отмечается роль эволюционных 

уравнений в математическом совместном описании нелинейных, диссипативных и 

дисперсионных эффектов в распространении деформаций по твердым телам. Указы-

вается, что эволюционные уравнения следуют в качестве уравнений для внутренних 

разложений в сингулярных задачах метода возмущений. При этом присутствует каче-

ственное отличие в этих уравнениях для случаев распространения объемных и сдви-

говых деформаций. Отмечены успехи в изучении закономерностей распространения 

объемных деформаций, связанные с изучением эволюционных уравнений в работах 

Буренина А.А., Гельфанда И.М., Джеффри А., Заболотской Е.А., Зарембо Л.К., Липа-

това А.Н., Островского Л.А., Остроумова Г.А., Рагозиной В.Е., Рождественского Б.Л., 

Руденко О.В., Солуяна С.И., Хохлова Р.В., Шаруды В.А., Энгельбрехта Ю.К., Яненко 

Н.Н. На основе литературного обзора формулируются цель и задачи исследования, 

предпринятого в диссертации. 

В первой главе диссертации, носящей вводный характер, записываются основ-

ные уравнения математической модели несжимаемой упругой среды, вычисляются 

скорости распространения возможных поверхностей разрывов деформаций измене-

ния формы, указываются условия их существования. 

Поведение динамически деформируемой нелинейно-упругой изотропной не-

сжимаемой среды в переменных Эйлера ix  определяется замкнутой системой урав-

нений, представленной в первом параграфе: 

( ) ( )
( )

( )

, , , , , , ,

1 2 ,

2 3 4 2 2
1 2 1 1 2 1 1 2 1 2

v v , 2 , v v v ,

2 , , , , ,

,

i i i j j ij i j j i k i k j ij j i i j j

i i
ij ij kj kj ii ij ji i j i

ik j

u u u u u u

u uWp I I u u
x t

W a I aI bI I I I cI dI kI I

α σ ρ

σ δ δ α α α α
α

µ κ θ

= + = + − = +

∂ ∂∂
= − + − = = = =

∂ ∂ ∂

= − + + − − + + + +

& &

&

L

   (1) 

где , v , ,i i ij iju α σ −  компоненты вектора перемещений, вектора скорости, тензора 

деформаций Альманси и тензора напряжений Коши соответственно, −p  функция 

добавочного гидростатического давления, −= constρ  плотность среды, ( )1 2,W I I −  
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упругий потенциал, −kdcba ,,,,,,, θκµ  упругие модули среды ( −µ  модуль сдви-

га), 1 2,I I −  инварианты тензора деформаций.  

 Во втором параграфе приводятся геометрические, кинематические и динамиче-

ские условия совместности разрывов на ударных волнах: 

( ) ( )[ ]v 0, v v ,j j ij j j j iG Gρ ν σ ν ρ ν+   − = = −    

[ ] ( ) [ ][ ] [ ] [ ]v v
v v ,

2
i i

ij i j j j i jG E qσ ν ρ ν ν+ +  
= − + − 

 
  (2) 

[ ] [ ], ,, , ,j j jm g m x m m mαβ
βαην + −  = + = −   

[ ] [ ]
, , , ,, , , , , , 1,2,i

i j j i i
m xm G x m g x x
t y

β αβ α ββ
δ

η η ν α β γ
δ

∂  = − + = = = = ∂
&  

где −−+ mm ,  предельные значения функции перед и за фронтом поверхности разры-

вов ( )tΣ  соответственно; yα −  поверхностные координаты на ( )tΣ ; gαβ −  компо-

ненты первой квадратичной формы на ( )tΣ ; −G  скорость продвижения ( )tΣ ; jν −  

компоненты единичного вектора нормали к ( )tΣ , направленной в сторону ее движе-

ния; −tδ
δ  дельта-производная по времени. 

В третьем параграфе, следуя (2), указываются два вида возможных одномерных 

плоских волн в несжимаемой упругой среде. Это плоскополяризованная и нейтраль-

ная волны. Их скорости соответственно равны: 

( ) ( ) ( )
1 1

2 22 1 2 11 1
1 2 2,1 2,1 2 2

1 0
2 , ,

k k k
k k

k k
G k u u G fρτ α τ ρ α

∞ ∞− −− + + −

= =

       = − − =    
       

∑ ∑

   ( )2 2
2,1 3,1 2 2,1 1 2, , 0,5 , 0,25 ,f u u u a b dτ α µ α κ = + = = = + + +  K     (3) 

 В (3) принято, что ось 1x  совпадает с направлением движения поверхности 

разрывов, а ось 2x  с направлением предварительных деформаций (только 2,1u  отлич-

на от нуля). 

 В четвертом параграфе получены сходным образом скорости ударных волн в 

задачах антиплоского деформирования с присутствием предварительных деформаций 
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и без них, в задаче скручивающего деформирования, задаче с одновременным при-

сутствием и антиплоского деформирования, и скрутки.  

В пятом параграфе вычислена скорость ударной волны в задаче антиплоского 

деформирования, вызванного ударным воздействием на границу произвольной ци-

линдрической полости в среде. 

 Во второй главе диссертации проведено решение приближенным аналитиче-

ским методом ряда одномерных краевых задач ударного деформирования несжимае-

мой нелинейно-упругой среды. Указан способ сведения такого типа задач к сингу-

лярной задаче метода возмущений, прифронтовые асимптотики которой строятся на 

основе эволюционных уравнений. 

 В первом параграфе построено решение одномерной задачи о плоской ударной 

волне нагружения. Во втором, третьем и четвертом параграфах получены решения 

одномерных краевых задач со сходящимися и расходящимися цилиндрическими 

ударными волнами в среде: об антиплоском нагружении цилиндрической полости 

(или цилиндра), основанием которой является окружность; о скручивающем дефор-

мировании среды и задачи о винтовом движении ее точек вследствие удара. В пятом 

параграфе найдено решение одномерной краевой задачи об антиплоском нагружении 

цилиндрической полости в среде, в которой присутствуют предварительные дефор-

мации, по типу сходные с искомыми. Предварительные деформации определяются на 

основании уравнений равновесия. Все задачи решались методом сращиваемых асим-

птотических разложений. Для всех задач построено равномерно пригодное разложе-

ние по малому параметру до третьего порядка включительно, определено положение 

переднего фронта поперечной ударной волны. 

Приведем здесь в качестве иллюстрации выше сказанному постановку и реше-

ние одномерной задачи об антиплоском движении среды, нагружаемой по границе 

цилиндрической полости. Полагаем, что в момент времени 0=t  по границе цилинд-

рической полости в среде производится ударное нагружение. Возникающее при этом 

поле перемещений ( ), , 0z ru u r t u uϕ= = =  определяется соотношениями: 

( )
( )

0

2 2
2

2
0 0

1 1, 1 3 , , , , ,

v 0,5 , v 0, ,

rr r r r tt

r r

u u u u u
r r C

u f t t at const a const

α
α

=

+ + + = +

= = + = > =

K
          (4) 
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( ) ( ) ( ) { }

( ) [ ] ( )

2
0

0
1 2 1

0, , 1 ,

, , , ,

t

r R t

rr R t

u R t r G d G C

u a b d C

ξ ξ ατ

τ α κ µ µρ

=

− −
=

= = + = +

= = + + + =

∫
  

где 0r −  диаметр полости, 0v , a −  граничные скорость и ускорение точек среды. Из 

(4) следует, что с момента 0=t  по среде начинает движение ударная волна, положе-

ние которой задается функцией ( )tR . 

 Для перехода к методу возмущений необходимо ввести безразмерные перемен-

ные. Их удобно выбрать в следующем виде: 

( )
29 34 30 0 02

0 0 0
, , , , ,r r r r Ct vus m w s m

r r r C
ε ε ε ε

−− −− − −  = = = =  
 

 (5) 

где −ε  малый параметр задачи. 

 Записывая в переменных (5) уравнения движения и условия на 0r  и представив 

( )msw ,  рядом по степеням малого параметра, методом последовательных приближе-

ний получим решение, называемое внешним:  

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

2
0 0 1

2 3 2
0 1 2

2
3

w f m s m f m s f m s

f m s f m s f m s

ε

ε

′= − + − + +

 ′′ ′+ − + + 
 

 

  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 4 2 3
0 0 0

3 2 21
1 2 3

1 ( )
3 2

2 ,
3 2

f m s f m f m s

af m s f m s f m s m

α
ε  ′′′ ′′+ − − +


′′ ′+ − + + 


              (6) 

где ( ) ( )0,1, 2, 3if m i = −  неизвестные функции. Для учета остальных краевых усло-

вий и определения неизвестных функций построим дополнительное (внутреннее) раз-

ложение решения задачи. С этой целью изменим масштаб пространственной пере-

менной, считая 4n sε= . Именно при таком выборе масштаба для переменной n  в ну-

левом приближении внутренней задачи приходим к эволюционному уравнению. За-

пишем уравнение движения и условия на фронте ударной волны (4) в переменных 

wmn ,, : 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 23 3 3 3

33 3 3

3 32

2 , , 1 3 , , 3 , , ,

, , , ,
0,

1 1

0, , , ,

nm nn m n mm m n

m n m n

m nm y n m y n

w w w w w w w

w w w w

n n

w w w

ε αε ε α ε

ε αε ε

τ ε ε= =

 
+ + + + + + 

 

+ +
+ + =

+ +

= = − +

   (7) 

где ( ) −ny  функция, определяющая положение фронта ударной волны. 

 Представляя w  рядом по степеням ε , согласованным с (7), в нулевом прибли-

жении получаем следующую задачу:  

( ) ( )
2 20

0 0 0 0 0 0
,2 , 3 , , 0, 0,5 , , 0.

1
n

nm m mm m m y n
ww w w y n w w

n
α α =

′+ + = = =
+

  (8) 

Уравнение для определения 0w −  эволюционное по типу. Отметим принципи-

альное отличие данного уравнения от уравнения квазипростых волн, задающего не-

линейные искажения в распространении объемных деформаций. Такое отличие опре-

деляется тем, что 0,mw  в (8) присутствует во второй степени, а не в первой, как в 

классическом случае. В этом заключается основное качественное отличие в эволюции 

деформаций изменения формы от эволюции объемных деформаций. При этом одно-

временно определяется положение фронта ударной волны ( )ny  решением обыкно-

венного дифференциального уравнения, которое так же, как и w , уточняется на каж-

дом шаге метода. Приведем общее решение (8) и его частное решение, соответст-

вующее поставленным краевым условиям: 

( )
1 221 0 2 0

31 , (1 )ln(1 ) ,
2

h n h n n mΨ Ψ α= + = + + −  

  
( ) ( )

3
2

0 01 1
2 2

ln(1 )( , ) , ( ) ln(1 ),
2 21 1

Am A nw m n y n A n
n n

α α+
= − = +

+ +
   (9) 

где 0 0,mh w= , −A  неизвестная константа. На основании правила аддитивного со-

поставления получим такие значения для неизвестных константы и функции: 

( )0 0, 1.f m A= = −     (10) 

Для построения второго приближения решается следующая задача: 
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2 2 31 0
1 1 0 0 0 0 0

( , , )2 , 3 , , , 6 , , , 0,
1 1
m n

nm mm m nn nm m m
w ww w w w w w w

n n
α

α α
+

+ + + + + =
+ +

 

( ) ( ) 2 4
1 0 0 1 0

3, , , , .
8m n m my n w w w wα α′ = + −    (11) 

Решение (11) строится аналогично нулевому приближению внутреннего разло-

жения решения. Таким образом, задача решена во внутреннем и внешнем разложении 

до третьего порядка по ε , затем проведено сращивание полученных рядов. 

 В третьей главе рассматривается антиплоская краевая двумерная задача дина-

мики несжимаемой нелинейно-упругой среды. Вследствие ударного воздействия по 

границе цилиндрической полости с произвольным контуром 0L  по среде, начиная с 

0=t , распространяется ударная волна и возникает поле перемещений 

( )1 2
3 , ,u u x x t= . Задача решается в выбранной специальным образом ортогональной 

криволинейной системе координат. На плоскости ( )1 2,x x  задаем криволинейную 

координатную сетку yl, , где координата l  откладывается вдоль прямолинейного лу-

ча, построенного в каждой точке контура 0L  в направлении вектора нормали, коор-

дината y  определяется вдоль контура 0L . По координатной линии l  выбирается на-

туральная параметризация, поэтому компонента метрического тензора 11 1g = . Крае-

вая задача для уравнения движения относительно функции ( )1 2, ,u x x t  сводится к 

сингулярной задаче метода возмущений. Во внутреннем приближении решения полу-

чается эволюционное уравнение относительно искомой функции, в которое коорди-

ната эйконала входит в качестве параметра. Решение было получено до третьей сте-

пени малого параметра включительно. 

Аппроксимация лучей прямолинейными отрезками предполагает итерационное 

применение результатов, при котором полученное решение определяется для облас-

тей 1i il l l− ≤ ≤  и 1i it t t− ≤ ≤ , что позволяет отразить искривление лучевых линий. 

Также следует отметить, что для линеаризованной задачи эти прямые задают лучевые 

направления. Для конкретизации полученных общих соотношений рассмотрено ре-

шение поставленной задачи с эллиптическим контуром 0L . 
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В четвертой главе работы получено решение одномерной краевой задачи ди-

намики нелинейно-упругой среды о плоской ударной волне нагружения с учетом ма-

лой вязкости в модельных соотношениях. Предполагалось, что в результате ударного 

воздействия по среде распространялась структурная ударная волна. Вязкость среды 

оказывает принципиальное влияние на поведение материала в областях интенсивного 

изменения деформаций (при наличии больших градиентов скоростей).  

В первом и втором параграфах построено решение одномерной краевой задачи 

об ударном нагружении нелинейно-упругого полупространства ( )1 0x ≥ . Для внесе-

ния вязкости в модель нелинейно-упругой несжимаемой среды к основному упругому 

элементу добавим элемент вязкости. Тогда компонента тензора напряжений в задаче 

о чистом сдвиге запишется в виде 

      3
21 1 1 1, , v, , ,u u a b dσ µ α β α κ= + + + = + + +%% %K                    (12) 

где β −% коэффициент вязкости, 2v v= − скорость точек среды. 

В результате получим следующую краевую задачу: 

{ }
1

2 2
11 1 11

2
0 00

, 1 , , , / , / ,

v 0,5 , v 0, .x

u u u uC

u t at const a const

α β α α µ β β µ−

=

+ + = = =

= + = > =

%%& &&
    (13) 

Решение этой краевой задачи строилось методом сращиваемых асимптотиче-

ских разложений. Во внешнем разложении (вдали от ударной волны) влиянием малой 

вязкости пренебрегаем, она учитывается только в прифронтовой области, так как 

именно в ней значителен градиент скорости движения точек среды.  

 В безразмерных переменных  

( ) ( )
1

3 1 1 2 1 20 0 1 0 0v , v , v , vn a C m a C x Ct w a u Cε− − − − −= = − = =  (14) 

получим следующую внутреннюю задачу: 

( ) { }
{ }

24 4 8 4

8 4 1 1 4
0

2 , , 3 , , , 2 , ,

2 , 2 , , 0, 0,5 v .

nm nn n m nn nm mm

nnm nmm mmm

w w w w w w w

w w w a

ε α ε ε ε

ϑ ε ε ϑ βµ ε− − −

+ + + + + −

− + + = =
       (15) 

В нулевом приближении движение точек среды в структурном слое описывает-

ся модифицированным уравнением Бюргерса: 
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  ( )2, 1,5 , , , , , .n m mm mh h h h h n m wα ϑ= − + =            (16) 

Уравнение отличается от уравнения Бюргерса наличием квадрата в первом сла-

гаемом, именно он позволяет учесть отличие в закономерностях распространения де-

формаций изменения формы от закономерностей распространения деформаций изме-

нения объема. Для уравнения (16) было найдено частное решение вида «бегущей вол-

ны»: 

( )
1
22exp ,

2
h A m nλ αλ

ϑ λ

−
  = − + +    

   (17) 

где λ,A  - неизвестные константы, которые были вычислены после сращивания 

внешнего и внутреннего разложений. 

 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ 

 

1. Предложен способ сведения краевых задач ударного деформирования несжи-

маемой упругой среды к сингулярным задачам метода возмущений: внутреннее 

(прифронтовое) разложение строится на основе решения эволюционного уравне-

ния, а положение поверхности разрывов уточняется на каждом шаге метода по-

средством решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального урав-

нения, следующего при последовательном использовании метода возмущений. 

2. Показано принципиальное отличие эволюционного уравнения, описывающего 

нелинейные эффекты при распространении деформаций изменения формы от 

уравнения для объемных деформаций. 

3. Разработан вариант метода возмущений, приспособленный для решения краевых 

задач ударного деформирования несжимаемых материалов, основанный на про-

цедуре сращивания разложений решения во внутренней (прифронтовой) и внеш-

ней областях. 

4. Построены приближенные решения ряда конкретных одномерных и двумерных 

краевых задач динамики несжимаемой упругой среды. 

5. На основе учета вязкостных свойств несжимаемой среды получено эволюцион-

ное уравнение (аналог уравнения Бюргерса), описывающее интенсивное формо-

изменение в окрестности поверхности разрывов деформаций. Следуя частному 
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решению данного уравнения, получено решение краевой задачи со структурной 

ударной волной. 
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