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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы диссертации. Современная технологическая прак-
тика сталкивается с необходимостью учета упругих свойств деформируемых 
материалов в процессах изготовления и упрочнения изделий. Это связано с 
недопустимым изменением геометрии в процессах изготовления изделий после 
разгрузки и недопустимым уровнем остаточных напряжений в готовых издели-
ях. Одной из причин возникновения остаточных напряжений в материале 
является наличие в нем микронеоднородностей, которые во многом определяют 
длительную прочность изделий, так как подобные дефекты сплошности могут 
как развиваться, так и «залечиваться». Малые размеры неоднородностей уже 
при умеренных внешних нагрузках приводят к пластическому течению мате-
риала в их окрестностях. Изучение такого течения возможно только в рамках 
модели больших упругопластических деформаций, так как хотя бы необрати-
мые деформации в окрестности микронеоднородности считать малыми нельзя. 

В работах А.А. Буренина, Л.В. Ковтанюк и М.В. Полоник было показано, 
что в рамках модели больших деформаций для идеальной упругопластической 
среды наблюдается эффект приспособляемости среды к циклическим эксплуа-
тационным нагрузкам по типу «нагрузка-разгрузка», когда после каждой 
разгрузки размеры дефекта, уровень и распределение остаточных напряжений 
не изменяются. Очевидно, что для выявления механизма, ответственного за 
«залечивание» или развитие дефекта, необходимо учитывать реологические 
свойства материалов. Поэтому решение краевых задач теории больших дефор-
маций о поведении границ микродефектов сплошности с учетом вязких и 
пластических свойств материалов является актуальной задачей, служащей 
целям повышения длительной прочности материалов.  

Таким образом, целью работы является изучение процесса формирования 
полей остаточных напряжений в окрестностях микронеоднородностей при 
учете вязких свойств материалов, поведения границ микродефектов в процес-
сах обработки металлов давлением, ползучести и релаксации напряжений в 
окрестностях микродефектов сплошности как при активном процессе деформи-
рования, так и при разгрузке.  

К основным научным результатам выполненной работы относятся:  
 выявленные закономерности формирования полей остаточных напряжений в 
окрестностях сферических включений в упругопластический материал; 

 рассчитанные параметры динамики границы микротрещины в вязкоупруго-
пластическом материале и итогового распределения остаточных напряжений 
в ее окрестности; 
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 математическая модель процесса ползучести и релаксации напряжений в 
окрестности одиночного сферического дефекта сплошности и результаты 
проведенных в ее рамках расчетов; 

 предложенные методы решения существенно нелинейных краевых задач 
интенсивного деформирования материалов, содержащих микронеоднород-
ности, с последующей их разгрузкой. 
Научная новизна результатов обусловлена постановками и решениями но-

вых краевых задач теории больших упругопластических деформаций при учете 
вязких свойств материалов с предложениями методов их решения. 

Достоверность результатов диссертации основана на использовании 
классических методов механики сплошных сред и математической физики, 
использовании известных численных методов, сравнении результатов с класси-
ческими теориями упругопластического деформирования при малых деформа-
циях. 

Практическая значимость результатов диссертации определяется пред-
ложениями в математическом моделировании процесса формирования остаточ-
ных напряжений. Остаточные напряжения могут являться нежелательным 
элементом в технологиях изготовления металлоизделий, существенно снижаю-
щим их эксплуатационные свойства. Указание реологического механизма 
развития или «залечивания» микродефектов сплошности является необходи-
мым условием совершенствования технологий обработки металлов давлением, 
как для оптимизации самого процесса изготовления, так и для достижения 
необходимых эксплуатационных качеств готовых изделий, возможно, путем 
последующих технологических приемов снятия остаточных напряжений 
(отпуск, отжиг). 

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсужда-
лись на следующих научных конференциях: 
 Дальневосточная математическая школа-семинар имени академика Е.В. 
Золотова (Владивосток, 2002 – 2004; Хабаровск, 2005, 2006); 

 V и VII  Дальневосточная конференция студентов и аспирантов по матема-
тическому моделированию (Владивосток, 2001, 2003); 

 региональная научно-техническая конференция «Молодежь и научно-
технический прогресс» (Владивосток, 2001 – 2004); 

 научно-техническая конференция «Вологдинские чтения» (Владивосток, 
2003, 2005, 2006); 

 IX Всероссийский съезд по теоретической и прикладной механике (Нижний 
Новгород, 2006); 
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 Всероссийская конференция «Фундаментальные и прикладные вопросы 
механики», посвященная 70-летию со дня рождения академика В.П. Мясни-
кова (Владивосток, 2006). 

Диссертация в целом докладывалась на семинаре лаборатории механики 
деформируемого твердого тела ИАПУ ДВО РАН под руководством д.ф.-м.н., 
профессора А.А. Буренина. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех 
глав, заключения и списка литературы (     наименований). Общий объем 
работы –       страниц, в том числе       рисунков, включенных в текст. 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 22 печатные работы. 
Список основных публикаций приведен в конце автореферата. 

 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ  

 
Во введении, отталкиваясь от краткого литературного обзора, формулиру-

ются цель и задачи предпринимаемого исследования. Обращается внимание на 
то, что теория больших упругопластических деформаций является одним из 
интенсивно развивающихся направлений современной механики. В своей менее 
чем полувековой истории это направление уже представлено не одной сотней 
публикаций, включая монографии. Отмечается значительный вклад в развитие 
теории отечественных и зарубежных исследователей: Буренина А.А., Быковце-
ва Г.И., Горелова В.И., Ивлева Д.Д., Ковтанюк Л.В., Кондаурова В.Н., Коро-
бейникова С.Н., Кукуджанова В.Н., Левитаса В.И., Lee E.H., Маркина А.А., 
Мясникова В.П., Новикова Н.В., Nemat-Nasser S., Няшина Ю.Н., Пальмова 
В.А., Поздеева А.А., Prager W., Ревуженко А.Ф., Рогового А.А., Седова Л.И., 
Спорыхина А.Н., Толоконникова Л.А., Трусова П.В., Чернышова А.Д., Шити-
кова А.В. и др. 

В первой главе диссертации приведены основные соотношения используе-
мой модели больших упругопластических деформаций несжимаемой среды и 
их обобщения на случай учета вязких свойств материалов. В качестве модели 
больших упругопластических деформаций используется модель, основы кото-
рой были предложены Г.И. Быковцевым, В.П. Мясниковым, А.А. Бурениным и 
А.В. Шитиковым.  

В § 1.1 строится кинематика деформирования. В декартовой прямоуголь-
ной системе пространственных Эйлеровых координат ix  компоненты обрати-

мой (упругой) ije  и необратимой (пластической) ijp  опытно не измеримых 
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составляющих тензора деформаций Альманси ijd  определяются дифференци-

альными уравнениями изменения (переноса) в форме 
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1 −= ,     ),( ijijijijij ezwr ε+= . 

В соотношениях (1) iu , iv  – компоненты векторов перемещений и скоро-

стей точек среды, символом DtD /  обозначена объективная производная 

тензоров по времени, источник p
ijε  в уравнении изменения тензора ijp  следу-

ет, как и в классической теории, называть компонентами тензора скоростей 
пластических деформаций, jiij zz −=  – нелинейная часть тензора вращений ijr  

(ее полная форма приведена в работе), определяющая отличие от тензора 
жесткого вращения ijw . Согласно уравнениям (1) в условиях разгрузки 

)0( =p
ijε  компоненты тензора необратимых деформаций ijp  изменяются как 

при жестком перемещении тела. Компоненты тензора полных деформаций 
Альманси ijd  через его составляющие ije  и ijp  представляются в виде 

.
2
1

mjkmikkjikkjikkjikijijij epeeppeeeped +−−−+=             (2) 

В § 1.2, следуя формализму неравновесной термодинамики, получены оп-
ределяющие зависимости между тензором напряжений Эйлера-Коши ijσ  и 

деформациями в областях разгрузки и обратимого деформирования и в облас-
тях пластического течения. Наиболее простыми данные соотношения получа-
ются в случае, если принять гипотезу о независимости свободной энергии 
(используемого термодинамического потенциала) от необратимых деформаций. 
Тогда напряжения в области обратимого деформирования связаны с полными 
деформациями известной в нелинейной теории упругости формулой Мурнага-
на, в областях с накопленными необратимыми деформациями – ее аналогом в 
виде 
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( )kjkj
ik

ijij e
e
Wp −

∂
∂+−= δδσ .                                      (3) 

В зависимости (3) p  – добавочное гидростатическое давление, W  – упру-
гий потенциал, который для изотропной среды в областях необратимого де-
формирования принимается в форме 

( )

.
4
1,

2
1

...,

21

3
121

2
121

nstnktsktsktsktsstksskkk eeeeeeeeeIeeeI

IIIbIaIIaW

+−=−=

+−−++−= θκµ
        (4) 

Здесь a , µ , b , κ , θ  – упругие модули среды. В случае отсутствия в среде 

необратимых деформаций инварианты 1I , 2I  тензора обратимых деформаций 

необходимо заменить инвариантами kkdL =1  и kiikddL =2  тензора деформа-
ций Альманси. 

Считаем, что необратимые деформации в материале накапливаются с вы-
ходом напряженного состояния на поверхность нагружения ( ) 0=ijf σ , которая 

в условиях принимаемого принципа максимума Мизеса является пластическим 
потенциалом. Тогда напряжения связаны со скоростями необратимых дефор-
маций ассоциированным законом пластического течения. 

В § 1.3 построенные модельные соотношения обобщены на случай учета 
вязких свойств материалов, как на стадии обратимого деформирования, так  и 
на стадиях пластического течения и разгрузки. На стадии пластического тече-
ния вязкость учитывается введением соответствующих слагаемых в выражения 
для пластического потенциала. 

Для учета вязкости на стадии деформирования, предшествующей пласти-
ческому течению, принимается соотношение 

ijij
ij

ij q
Dt

D
εξµ

τ
ξτ 21 22 +=+ ,                           (5) 

в котором ijkkijij δσστ
3
1−= , ijkkijij ddq δ

3
1−= , 

Dt
D

 – оператор производ-

ной Яумана, 21, ξξ  – постоянные материала. Для областей с накопленными 
необратимыми деформациями соотношение (5) перепишется в форме 

ijij
ij

ij l
Dt

D
εξµ

τ
ξτ 21 22 +=+ ,                                (6) 
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.
6
1

3
1

2
1

ijksskijkksjisijij eeeeeel δδ +−−=  

Зависимости (5) являются предельными для соотношений (6) при стремле-
нии необратимых деформаций к нулю.  

Во второй главе диссертации решены одномерные задачи о формировании 
полей остаточных напряжений около одиночных сферических включений в 
упругопластический материал. В § 2.1 решение получено в случае, когда 
включение абсолютно жесткое, в § 2.2 – когда оно является упругим, но более 
прочным, чем основной материал. В обоих случаях считаем, что включение 
радиуса 0r  находится в центре упругопластического шара радиуса 

)( 000 RrR << , а процесс деформирования связан с краевым условием 

).(
0

tpRrrr −==σ                                               (7) 

Здесь )(tp  – нагружающее усилие, rrσ  – компонента тензора напряжений в 
сферической системе координат θϕ ,,r . 

Задачи решены в квазистатической постановке в рамках модели малых уп-
ругопластических деформаций Прандтля-Рейса.  

Первоначально решены задачи об упругом равновесии шара с включением. 
Из условия выхода напряженного состояния на границе включения на поверх-
ность нагружения (условие пластичности Мизеса), которое в рассматриваемом 
случае сферической симметрии принимает форму 

( ) krrr 2
0

−=− ϕϕσσ ,                                          (8) 

определяется требуемый уровень нагружающего давления 0p . 
Дальнейший процесс пластического течения связан с увеличением внешне-

го давления. Требование непрерывности параметров упругопластического 
деформирования на границе )(1 trr =  развивающейся области пластического 

течения )(10 trrr ≤≤  приводит к необходимости определения перемещения 

ruu =  не только в области обратимого деформирования 01 )( Rrtr ≤≤ , но и в 
области пластического течения. Перемещения в данной области находятся 
приемом, предложенным Д.Д. Ивлевым: интегрированием уравнения равнове-
сия находятся напряжения rrσ  и ϕϕσ , а затем, следуя закону Гука, обратимые 

деформации e
rre  и eeϕϕ . Тогда из ассоциированного закона пластического 



9 

течения 
ij

p
ij

f
σ

λε
∂
∂= , при задании поверхности нагружения f  в форме усло-

вия Мизеса (8), получаем 

02 =+ pp
rr ϕϕεε , pp

rr ee ϕϕ2−= , ee
rr ee

r
u

r
u

ϕϕ22 +=+
∂
∂

.              (9) 

Из последнего уравнения (9) определяется поле перемещений в областях 
необратимого деформирования. 

Задачи разгрузки связаны с уменьшением достигнутого со временем уров-

ня давления 1p  до нуля и решены в двух случаях: *
11 pp < , *

11 pp ≥ . Наличие 

порогового значения *
1p  связано с различием постановки задач. Оказывается, 

что при *
11 pp ≥  напряженное состояние на границе включения в процессе 

разгрузки выходит на поверхность нагружения krr 2=− ϕϕσσ  и возникает 

новая область пластического течения. Поэтому, если в первом случае для 
нахождения компонент напряжений уравнение равновесия необходимо проин-
тегрировать в двух областях: 10 rrr ≤≤  и 01 Rrr ≤≤ , то во втором случае – в 

трех: )(20 trrr ≤≤ , 12 )( rrtr ≤≤  и 01 Rrr ≤≤ , где )(2 tr  – граница области 
пластического течения при разгрузке (области повторного пластического 

течения). Распределение остаточных напряжений 


 →
µ

σ
σ rr

rr  – сплошная, 

µ
σ

σ ϕϕ
ϕϕ →  – штриховая линия в зависимости от радиуса 




→

0R
rr  в случае 

жесткого включения приведено на рис. 1. 

r

σ

0

1
R
r

0

2
R
r

0

0
R
r

 
Рис. 1.  
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В третьей главе решена задача о поведении границы дефекта сплошности 
(микротрещины), когда вязкие свойства среды учитываются на стадии, предва-
ряющей пластическое деформирование. Решение получено в рамках модели 
больших вязкоупругопластических деформаций (глава 1). Граничное воздейст-
вие задается на поверхности )(tR , значительно по сравнению с размерами 
микротрещины от нее удаленной, поэтому деформирование по всей длине 
микротрещины, исключая малые окрестности ее концов, считаем одномерным. 
Тогда границу дефекта сплошности полагаем круговой цилиндрической по-
верхностью начального радиуса 0r . Процесс деформирования задан краевыми 
условиями 

),()( tptRrrr −==σ  0)( == tsrrrσ .                              (10) 

Здесь )(ts  – текущий радиус границы микротрещины, rrσ  – компонента 
тензора напряжений в цилиндрической системе координат zr ,,θ .  

Кинематика несжимаемой среды определяется с точностью до неизвестной 
функции )(tϕ : 

212 ))(( trrur ϕ+−= , )()()( 22
0

22
0 tsrtRRt −=−=ϕ ,     (11) 

где ruu =  – единственная отличная от нуля компонента вектора перемещений. 
Для определения компонент напряжений во всем процессе деформирова-

ния необходимо нахождение функции )(tϕ  в задачах вязкоупругого деформи-

рования до достижения функцией )(tp  значения )( 00 tpp =  (§ 3.1), о пласти-
ческом  течении  в  окрестности  дефекта  при  увеличении  внешнего давления 
(§ 3.2) и о разгрузке (§ 3.3). Рассмотрен общий случай, когда при разгрузке 
возникает повторное пластическое течение. 

Определяющие соотношения в областях обратимого деформирования (5) и 
в области с накопленными необратимыми деформациями (6) представляют 
собой систему дифференциальных уравнений в частных производных относи-
тельно компонент девиатора напряжений ),( trrrτ , ),( trθθτ  и функции )(tϕ . 
Для преобразования данных систем уравнений вводятся новые переменные 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
==

1
2

1
2 !

,
! n

n
n

n
n

n
rr rn

tb
rn

ta
θθττ       при 0=ijp ;    (12) 

( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
==

0
2

0
2 !

,
! n

n
n

n
n

n
rr rn

tw
rn

tz
θθττ       при 0≠ijp .   (13) 

В рядах (12), (13) )(tan , )(tbn , )(tzn , )(twn  – неизвестные функции. Введение 
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новых переменных в виде (12), (13) связано с тем, что величину 12)1( −−+ rϕ  в 
правых частях зависимостей (5) и (6) можно рассматривать в качестве суммы 
бесконечно убывающей геометрической прогрессии: 

∑
∞

=

−−− −=+
0

212 )()1(
n

nrr ϕϕ . 

Подстановка переменных (12), (13) в определяющие законы (5), (6) и ра-
венство коэффициентов при одинаковых степенях r  приводят к бесконечным 
рекуррентным системам обыкновенных дифференциальных уравнений относи-
тельно функций времени )(tan , )(tbn , )(tzn , )(twn  и )(tϕ . 

На каждом этапе решения задачи дифференциальное уравнение, следую-
щее из уравнения движения среды и условий равенства компонент напряжений 
на упругопластической границе )(tm  и границе области повторного пластиче-

ского течения )(tq , дополняется системой для коэффициентов )(tan , )(tbn  в 

области обратимого деформирования и )(tzn , )(twn  в области с накопленны-
ми необратимыми деформациями. 

Заметим, что аналитически исследовать сходимость рядов (12), (13) в такой 
существенно нелинейной задаче не представляется возможным. Численные 
расчеты показывают, что разность между пятыми и шестыми членами рассмат-

риваемых рядов составляет 710− . Поэтому в рядах при расчетах достаточно 
брать шесть слагаемых. 

Остановимся на некоторых результатах про-
веденных вычислений. В сравнении со случаем 
идеальной пластичности при нагрузке значитель-
ных отличий в размерах дефекта и в распределе-
нии напряжений не наблюдается. Однако, в 
конечный момент разгрузки при одинаковых 
параметрах начала процесса разгрузки размер 
дефекта оказывается почти в два раза меньше для 
рассмотренного случая вязкоупругопластической 

среды. На рис. 2 показаны закономерности изменения радиуса 

0/)()( Rtss →τ  дефекта в зависимости от безразмерного времени τ . Сплош-
ная линия соответствует случаю идеальной упругопластической среды, штри-
ховая – вязкоупругопластической. 

Отличие в уровне и распределении остаточных напряжений иллюстрирует 
рис. 3. Заметим, что при выборе определяющих законов в форме простейших 

5.10-4

1.10-3

1,5.10-3

0
0 2,5 5 7,5 10

2.10-3
)(s

Рис. 2.
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тензорно-линейных соотношений (5) и (6) релаксации напряжений не происхо-
дит ни в процессе разгрузки, ни после его завершения. Выбор таких соотноше-
ний был обусловлен возможностью сравнения со случаем идеальной пластич-
ности.  

rrσ

θθσ

 
Рис. 3. 

 

Для изучения релаксации напряжений возникает необходимость использо-
вания более сильного степенного закона ползучести. Такое решение задачи 
построено в четвертой главе. Решена задача о деформировании шара началь-
ного радиуса 0R  с одиночным сферическим дефектом сплошности (микропора) 

начального радиуса 0r  в центре шара. Процесс деформирования задается 

краевыми условиями (10), в которых rrσ  – компонента тензора напряжений в 
сферической системе координат θϕ ,,r . 

Так же, как в третьей главе, кинематика несжимаемой среды определяется 
с точностью до неизвестной функции )(tϕ : 

3 3 )(trrur ϕ+−= , )()()( 33
0

33
0 tsrtRRt −=−=ϕ .       (11) 

Напряжения в среде определяются соотношениями (3) и (4) и с тензором 
пластических деформаций связаны зависимостями  

ij

p
ij

V
σ

ε
∂
∂

= , nBV Σ=Σ)( , 

( ) 2/12
3

2
2

2
1 )()()(

2
3 σσσσσσ −+−+−=Σ , iiσσ

3
1

= .     (15) 

Здесь B  и n  – заданные постоянные, 1σ , 2σ , 3σ  – главные значения тен-
зора напряжений.  

Алгоритм вычисления напряжений во всем процессе деформирования сле-
дующий. Задавая функцию )(tϕ , тем самым задаем перемещения всех точек 
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среды, в том числе и граничных. Следствием соотношений (15) для сфериче-
ской систем координат является зависимость 

11 )()21( −− −=−= n
rrrr

rrp
rr Bnp

dt
dp

θθσσε ,     







−

−=
rrp

p
1

11
2
1

θθ , 

которая в каждой точке среды )()( tRrts ≤≤  представляет собой обыкновен-
ное дифференциальное уравнение для вычисления компоненты пластических 
деформаций )( θθpprr . Затем из уравнения движения среды находится тре-

буемый уровень нагружающего давления )(tp . По известным функциям )(tp  

и )(tϕ  строятся поля напряжений в любой момент времени. Изменение давле-

ния )(tp  в зависимости от функции ( ))exp(1)( 2
3

0

0 tt
R
rt −−−








=ϕ  показано 

на рис. 4, компонент напряжений – на рис. 5.  
 

 
Рис. 4. 

r0,2 0,60,4 0,8 10

0

-0,06

-0,12

-0,18

-0,24
 

Рис. 5. 
 

Если в дальнейшем ( ,40>τ  рис. 4) положить неизменным поле переме-
щений, то напряжения продолжают уменьшаться со временем, т.е. происходит 
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процесс их релаксации.  
В заключении приведены основные результаты диссертации, состоящие в 

следующем: 
1. Решены задачи о формировании одномерных полей остаточных напряжений 
в окрестности сферических включений в упругопластический материал, же-
сткого и более прочного, чем основной материал. Исследовано влияние по-
вторного пластического течения при разгрузке на уровень и характер оста-
точных напряжений. 

2. В рамках модели больших деформаций получено решение задачи о поведе-
нии границы микротрещины в вязкоупругопластическом материале, изучены 
закономерности формирования поля остаточных напряжений. Сравнение 
полученных результатов со случаем идеальной пластичности позволило ука-
зать реологические механизмы, ответственные за «залечивание» микроде-
фектов сплошности. 

3. Решена задача о ползучести и релаксации напряжений в шаре с одиночным 
сферическим дефектом сплошности (микропора). Решение получено в рам-
ках модели больших деформаций. 

4. Предложены методы решения краевых задач теории больших деформаций 
вязкоупругопластических материалов с одиночными микронеоднородностя-
ми, включающих в себя процессы разгрузки и релаксации остаточных на-
пряжений. 
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