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= εpij − pikε
p
kj − εpikpkj,
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Dt
=
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dt
− riknkj + nikrkj,
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2
(υi,j + υj,i), υi =
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σij = −pδij +
∂W

∂dik
(δkj − 2dkj) �� pij ≡ 0,

σij = −p1δij +
∂W

∂eik
(δkj − ekj) �� pij �= 0.

 1"

2����� ��������� W = W (J1, J2) 
�� ��������� ���%������� ��
$

���������� � ����

W = −2µJ1 − µJ2 + bJ2
1 + (b− µ)J1J2 − χJ3

1 + . . . ,

Jk =

⎧⎨
⎩
Lk, �� pij ≡ 0

Ik, �� pij �= 0
, L1 = djj, L2 = dijdji,  3"

I1 = ejj − 1

2
ejkekj, I2 = estets − eskektets +

1

4
eskektetmems.

) �����������	  1" �  3" p� p1 � 
�������$� ��
������������ 
��������

W � ������ ���������  ��������� ����
������ �����
��� ,�����"� µ� b�

χ � ��������$� ��������� L1, L2 � ��������$ ������ ����$	 
��������

'�������� I1, I2 � ��������$ ������ ������$	 
���������

�������� ��� ��������$� 
�������� � �������� ������������� ��


����%���� ����%���$� ���������� ����	����� ����%����� ������ �

�������	 ����������� ������� ��������� 0����� �������� ������������

������������ ) �������� ����� ����	����� ������������ ������� ���������#

��� 4����� ���������� �� ������ ����� �����	 ������� �������� �� ���
��

�



����������	
	 ������� ��������

max |σi − σj| = 2k + 2ηmax |εpk|, ���


�� k � ������ ���������� η � �	��������� ����	���� σi� ε
p
k � 
������ ��������

����	�	� ���������� � ��	�	���� ������������ ���	������

 �	�	��� ��	!������ ���	����� ������� � ����������� ���	����	"

����� ���	�	 ����������	
	 �������

εpij = λ
∂f

∂σij
, f(σij, ε

p
ij) = k, λ > 0. �#�

$	 ������ ����� ����������� �	������ �	����

���� �

��%���� ����� 	 ����	����������	 ������� ����
	"

����	����������	
	 �������� ���� ���� ������"

� �������������� �	�����	����� &��	���	�����

��	���	��� �� ���� �	�	�	�� 	��	
	 �� �������	�� ��


�������� �	�����	���� ���	���'��� ���	��� �����"

������ $ ()�* ����	����� �	����	��� ������ � �������

�	
�� �	�	���������� ���������� ������� �������

������� r = r0� � ���%��� ������� ������� r = R

	������� ���	������ ����� *�+

u
∣∣
r=R

= υ
∣∣
r=R

= 0. �,�

 ��������� ��	 ��� �	��� ������ ��� 
��������� ��� � 	����-���� ���"

����� �	 	�����	���� .	�	����� ����	�� �����/���� � ������������	�

������ �		������ r, ϕ, z ��'� ���

ur = r(1− cos θ), uϕ = r sin θ, �0�


�� θ(r, t) � �������-��� �
	� �������������

$������ ��%����� ������ 	! ����
	 ����	����� ��������� ����%�"

����'/� ����	����������	� ������'� $������� �
	� �	�	�	�� ���������
	

�����	
	 ��������� ��� �	�	�	 ���������� ������� � 	������	��� ����������

�����	� �	�����	��� r = r0�

&��-���%�� ���	���	����� �������� � ���	���� �������'/�
	��

����	����������	
	 ������� ��������� � ()�)� &�� ���	������ �������	�

���������	"���	���	����	
	 �	��	���� ��������� ����	����� �����������"

����	� ���!�������� ����
����'��� � 	!����� ����	����������	
	 �������

r0 �r �r1(t) � � 	!����� 	!����	
	 ���	���	����� r1(t) � r � R� &�� 	���"

������� ����
	����������	� 
������ r1(t) ���������� ���������	��� �����"

������ ���	������ �����/���� � ��	�	���� �	�����	 ��
�!�������	� ����"

������ 1� ���� ) �	�����	 �������� 	!����� ����	����������	
	 �������
r1
R
�

�



����������� �� ���	���� 
���	��� ������� ������	�� ���
	�������� ��� 
��

��	��� � ������ ������ ������� 
	������� �� 	��� �� � �������� 	�������

�����
����������� ������� � �� 	��� ��

� ���� 	������	������� 	��	����

���� �

����	���� � 
����	��� �����
��������

���� �������� � ������ ��������� �����

��� ������	� 
�	����	 ��
	�������

��!�	��	������� ��������� 
�	����"�

�������#��� �$����# �����
�����������

������� 
	� %��� �� �������������� &���

����� ������	 
���	������# � �$	����"

���	���� �� � ����	���� ������� 
	������

��� 	��	����� 
	� ����	�' ��
	������

σrϕ ����#(����� 
� �$���"���' ���������

� � ������ 
����' 	��	���� t = t∗ ���������� 	��� � ���" �� ���' �$�����

��!�	��	������ r0 � r � R�

���� � ���� �

)	� ���#��'(�� ����#(���� ��� 
���	��� ��
	������ ���������"����

� � ������	 ' ������ �	����� t = t′2 � ��	�������� 
���	������ r = r0 ����#

���������� 
����������� �������� *$����# ��!�	��	������ � %��� ������ 	���

$������� �� �����+ �$����# �����
����������� �������r0 � r � r2(t)� �$����# �

�� ������",��� ����
���� �� 
	� 
�	��� 
���	��� ���$	���� �� ��!�	���

����� r2(t) � r � r1 � �$����# �
	��� ��!�	��	������ r1 � r � R� -������

� ������� �	����� t = t′3� � ����	 ' 	����� r2(t) �������� 
���	������ r = r1�


�	�������#�� �	�������",�' 
����������" �$����#� � ����	���� $���� �	�

�$�����+ �$����� �����
����������� ������� r0 � r � r1 � r1 � r � r2(t)� � ���

��	 � 
����������� ��!�	����� ��������� 
��	������� � �$����# �$	������

��!�	��	������ r2(t) � r � R� ���
	�������� !������ θ(r, t) 
	� 	��	����

�
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���� � ���� �

� ���� ����� ����	
����� ������ � ������ �	�		�� ������
	 �����	
	

�������� ����	�� �� ������� � ����� ����! � ��		���!" 	�����# ����	$

����������	
	 ������� r0 � r � r1(t) ���������� ��� ��" ��� � �� �	�		��

��������
	 �������� %��������� �	�� ����� ���&" ��'	����&" ������$

��& � ��		���&� (		��������) �� 
�'��� �������� � ������ �����������

� ������� ����� ���������� ��������� ����	�	� ����	����������	�

������� �������" �	
�� � �	�		�� �����	
	 ������� �	��������� ����� �$

��� ��	�# �
	 	��� � �*�+ ����	����	 ��	������ � ������� ����	��������$

��	
	 �������" � �*�� , ��
���� � �	��	�	� �������� (����& ����	�	
	 ���$

����� ������
	 �����	
	 ������� ����������� � �*�*� %��������� �������

��������	$��'	��	����	
	 �	��	���� �� ���! ������! �	�����" ���)��)$

 �
	 ���
	� ��'	��	�����" ����	����������	� �������" ��
���� � �	��	$

�	� ������� �� �������� �����	
	 ������� � 	�����) ��		��� -	������

���	�	���	��� �	�������� ���
	�����������! 
����� %������� 	������&

����	����������	
	 ������� ����������	 �� 	��������� 	� ������" �	
�� ����$

��& ������ �	�#�	 �	�	����������

� 	������
� ����� ���������� ����������� ������� �������	
	

��	�#����� .���+/ � ��	� ������ .����/ �� ����	����������	� ������� ������$

��� � ���+ ����� ������ ������ 	 ����	����������	� ������� ����� ������$

�� �	������#���� ���������" �	
�� �� 	��	� �� ��! .�	�����	� ��� ���	$

�����	�/ �	��	��	 �	����#������� ��������� (������" ��	 �� 	�����	�

��'	��	����� �� 	���! ������! �	��!�	���! ���	���)��� ���	��� ����$
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����

�������� ��������
��� :∣∣σrϕ
∣∣ � γ

∣∣σrr
∣∣,


�������������� ���� :∣∣σrϕ
∣∣ = γ

∣∣σrr
∣∣+ ξ

∣∣[ω]∣∣,

���

�� γ � ���������� ������ ������ ξ � ���������� 
������ ������ [ω] �

�������� ����
	� ������� !������ �������� � �������� 
 �� ����������"

#������� ��������
��� ��$

���� �

������ 
 ����� ��
������������

��
����� ������ �� !����� ��$

������
 �ω = αt�� ����� � ����$

�� 
���� t = t′1� ���������
��$

�� �����!�� �� ����� ������
��

�ω = αt′1−β(t−t′1)�" %������ ��������$

���� ��� ���� ������� �� ������� ���$

���!�&'���� 
���������������� ��$

��� r0 � r � r2� ������� r2 � r � r1� 


������ ���������� ��������� ��$

���&� ���������� � ������� ����������

��������
���� r1 � r � R" (������ r2 �
����� ��
�������& ����	
� �����$

�� ����������� �������� " )� ���" * �������� ������������� ����
�!$

��� ������	
r2
R


 ������ �����!��� 
 ������ ����� ��
�����
���� 
�+�� 

�������� � ���������	
��� ���������� �� 
������� �τ = αt2�" (������ r2�


 ������� �� ������ ������� ����������� �������� ��
������� r = r0 �t = t′2�
����+� �� �������� !������ �������� ����� ��
�� ���&" ,�� ���� 
 ��$

����� ���� ����������� ��������� � ����+��� �� �����& �����!���

σrϕ� ���� !���� ������� ��������& � ������
���� �t = t′3,
∣∣σrϕ

∣∣
r=r0

= k�"

-�������� ��
���� �������� 
 �������& �������� ��� ������� ����������

����� +�� ��������� � ��
����� ���������� ����" (������ �������

θ(r) 
 ������ 
��� ��������
���� ���
��	 �� ���" . � ���" �"

/ 01"2 ���
������ �+��� ����� � 
��������������� ������� ����� 
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 ��������� ��� ��������� ���&��$

��
��� ������" 3�������� ��� �� ��
������� r = r1� ������&' ����
�� 

������� � ��� � � ���! �� !����� ������ 
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�� �����$
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���� ��

� ���������� ��������� 	
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������� ���

���� �� � �����! ��"

�	 � ������ ������ #��$��� ����������������������� ��%������� ��������

�� ���������� � �������� ������ ������� ���� ������� ����� � ������

������������� ������� ������������������������ �������� ����� �����

���� ��������$���� ��������������� �������������� ����� ��%�������
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'	 (������ ������� ���������� � �������������� �������� ��������������
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��� ��������
����	�������� �	����	�	 ����� ������� ��	��	�&���

�� �������������� �����"������ ,, +����� -.!) ��� %�/� /������	�

0����1 2�"	���	 ������&���� �������� 3445� 6 *� 0� *7 8 3'�
3� ������� ����� 	
����� ���� �����
� ���� 9# ����� ������" �����

���&���������� �	����	�	 ��� ��� ����
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��� ��"	���	 � ��"�� ��
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